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Vorwort

Das Projekt ,Re-Connecting with Nature” hat ein
besonderes Anliegen: Es mdchte Kindern und
Jugendlichen helfen, eine emotionale Beziehung
zur Natur aufzubauen. Kinder und Jugendliche,
die tiefe Freundschaft zur Natur erleben, werden
diese jetzt und spater schiitzen, wie man Freunde
schiitzt: aus Liebe, und nicht aus Angst vor Natur-
katastrophen.

Fir dieses groRBe Vorhaben wollen wir Lehrkrafte
miteinbeziehen. Wir wollen dabei helfen, Schul-
stunden zu gestalten, an die sich Ihre Schiilerinnen
und Schiiler lebenslang erinnern werden. Viktor
Frankl hat herausgefunden, dass Sinn der wichtigste
Resilienzfaktor im menschlichen Leben ist. Geben
wir den Kindern und Jugendlichen tber ihre Freund-
schaft zur Natur Lebenssinn und Lebensfreude!

Re-Connecting with Nature bietet einen neuen Zu-
gang zum Lernen von und mit der Natur. Dabei
werden ,unwahrscheinliche” Fahigkeiten der Pflan-
zenwelt — zum Beispiel Pflanzenmusik — mit
schulischer Projektarbeit, innovativen Experimenten
und sinnlichen Erlebnissen kombiniert. Schiiler-
innen und Schiiler erleben Pflanzen nicht mehr nur
als Objekt oder Unterrichtsthema, sondern als
lebendiges Gegeniiber. Das verandert die Haltung
von Kindern und Jugendlichen zur Natur.

Die Musik der Pflanzen ist dabei nur der eindrucks-
volle Auftakt. Denn: Pflanzen konnen noch viel mehr!

Die Projekte von Re-Connecting with Nature kénnen
den Unterricht verandern...

.. weil sie Neugier schaffen und emotionale
Beteiligung wecken,

.. weil sie Wahrnehmung und Achtsamkeit fordern,

.. weil sie Forschung im Lebendigen ermdglichen,

.. weil sie Schiilerinnen und Schiiler aufmerksamer
und ausgeglichener werden lassen

Daher wollen wir Pflanzen musizieren lassen. Musik
verbindet alle Menschen, tber alle Kontinente und
Volker — in den Projekten werden auch Pflanzen in
diese Verbindung aufgenommen: indem wir ihnen
eine Stimme geben, die Stimme der Musik. Mithilfe
eines kleinen Gerats, des TreeMuse, konnen Sie

die Pflanze musizieren lassen. Es lbersetzt Schwin-
gungsmuster der Saftstrome in einer Pflanze in
Noten und spielt die entstehende Musik liber einen
Lautsprecher. Die Umsetzung von biologischen
Daten in Tone wird als ,Bio-Sonifikation” bezeichnet.
Zum Einsatz im Unterricht stehen umfangreiche
Unterrichtsmaterialien kostenlos zum Download auf
www.re-connecting-with-nature.org zur Verfi-
gung. Zum Vertiefen in die naturwissenschaftlichen
Hintergriinde und die neuentdeckten fantasti-
schen Sinnes- und Kommunikationsleistungen von
Pflanzen, finden Sie auch unseren Reader dort
zum Download.

Wir wiinschen Ihnen sehr viel Freude und Erfolg
bei der Beschéaftigung mit unserem Projekt
Re-Connecting with Nature, das dankenswerter-
weise von der Software AG Stiftung gefordert
und gemeinsam mit Klett MEX realisiert wurde.

UQCQ)C QOM

Maximilian Moser
Univ. Prof. an der Medizinischen Universitat Graz
Friendship with Nature, Weiz, Osterreich
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ALLES AUF EINEN BLICK

Fraktale in der
Pflanzenwelt

Wenn Mathematik und Natur
sich vereinen

LEITFRAGEN

% Was verandert sich in unserer Wahrnehmung
von Natur, wenn wir erkennen, dass komplexe,
asthetisch ansprechende Strukturen aus ein-
fachen Regeln entstehen? Und wie beeinflusst
dieses Staunen unser Mathematik- und Natur-
verstandnis?

% Wie kann die Schonheit fraktaler Naturformen
mathematisch beschrieben werden und die
Mathematik erlebbar machen?

i Welche mathematischen Regeln liegen der frak-
talen Geometrie zugrunde?

BEZUG ZUM LEHRPLAN

Mathematik: Kompetenzbereiche Prozesse und
Strukturen erkennen, funktionales Denken, Argu-
mentieren sowie Darstellen und Kommunizieren;
Beschreiben von rekursiven Konstruktionsvor-
schriften, Untersuchen von Wachstumsprozessen
mithilfe geometrischer Folgen, Interpretieren von
Grenzverhalten, Selbstahnlichkeit und Dimension

BEZUGE ZU WEITEREN FACHERN

Informatik: Algorithmisierung, Iteration und Regel-
haftigkeit, digitale Erzeugung von Fraktalen als
wiederholbarer Prozess

Biologie: fraktale Naturformen (z. B. Pflanzen-
strukturen), Struktur-Funktions-Zusammenhénge,
Modellbildung und die Rolle mathematischer Prin-
zipien in biologischen Systemen

Klassen: empfohlen fir Klassen 10-13
Zeitbedarf: 4 x 45 Minuten plus nach Belieben
Projektarbeit

Facher: Mathematik, Informatik

KOMPETENZEN

a2

% Mathematische Kompetenzen: Die Schiiler:in-
nen beschreiben und nutzen rekursive Kons-
truktionsvorschriften zur Erzeugung fraktaler
Figuren (z. B. Koch-Kurve, Sierpinski-Dreieck),
erkennen Selbstahnlichkeit als zentrales Struk-
turmerkmal von Fraktalen, untersuchen Wachs-
tumsprozesse von Umfang und Flache mithilfe
geometrischer Folgen und stellen diese tabel-
larisch sowie grafisch dar, deuten das Grenz-
verhalten iterativer Prozesse qualitativ (unend-
licher Umfang bei endlicher Flache), wenden
eine einfache Formel zur fraktalen Dimension
an und interpretieren die Ergebnisse im Kontext
klassischer Dimensionen, modellieren reale
Strukturen exemplarisch mithilfe fraktaler Geo-
metrie.

¢ Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schi-

ler:innen strukturieren mathematische Frage-

stellungen und entwickeln Losungsstrategien,
formulieren Konstruktionsregeln und begriin-
den Zusammenhange, nutzen Darstellungs-
formen wie Zeichnungen, Tabellen, Diagramme
und ggf. digitale Werkzeuge, prasentieren

Ergebnisse adressatengerecht und reflektieren

Vorgehensweisen.

Uberfachliche und fachiibergreifende Kompeten-

zen: Die Schiiler:innen erkennen fraktale Struk-

turen als algorithmische Prozesse (Bezug zur

Informatik: Iteration, Regelhaftigkeit), stellen

Zusammenhange zwischen mathematischen

Modellen und biologischen Strukturen her,

entwickeln systemisches Denken und erleben

Mathematik als kreatives und dsthetisches Er-

kenntnisinstrument.
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LEHRERINFORMATION: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ZUR SACHE

Fraktale -

wenn sich Natur und
Mathematik zu
asthetischer Schon-
heit verbinden

m n der Natur begegnen uns vielfaltige, kom-
plexe und asthetisch wirkungsvolle Struk-
% turen, etwa in Pflanzenformen, Kiisten-
linien oder Wolkenmustern, deren schein-
bare Unordnung bei genauerem Hinsehen auf
einfachen, wiederkehrenden Prinzipien beruht.
Fraktale machen diese verborgene Ordnung sicht
bar und zeigen, wie mathematische Eleganz und
natiirliche Asthetik ineinandergreifen: Aus itera-
ti-ven Regeln entstehen selbstdhnliche Gebilde
mit hoher dsthetischer Qualitat. Unter Fraktalen
versteht man geometrische Strukturen, die sich
auf verschiedenen MaB3stabsebenen dhneln und
deren Formen durch wiederholte Prozesse wach-
sen. Sie verdeutlichen, dass visuelle Komplexitat
aus formaler Einfachheit hervorgeht, und bilden
so eine eindrucksvolle Verbindung zwischen Natur,
Mathematik und menschlichem Staunen.

BEDEUTUNG IN NATUR UND TECHNIK

Fraktale Muster finden sich in vielen natirlichen
und technischen Kontexten: Die verzweigte Struk-
tur von Farnen und Baumen, die feinen Veraste-
lungen von BlutgefdaBen oder Bronchien sowie die
gezackten Formen von Kiistenlinien folgen selbst-
ahnlichen Wachstumsprinzipien. Auch Wolken-
formationen und Gebirgslandschaften zeigen diese
charakteristische Mischung aus Regelhaftigkeit
und scheinbarer Unordnung. In der Technik werden
fraktale Strukturen gezielt genutzt, etwa bei

Beispiele fiir Fraktale: Baumaste

Antennen, deren selbstahnliche Geometrie eine
kompakte Bauweise bei hoher Empfangsleistung
ermaoglicht, oder in der Computergrafik, wo Land-
schaften realistisch modelliert werden. Solche An-
wendungen gehen auf mathematische Grundlagen
zuriick, die unter anderem durch Benoit Mandel-
brot gepragt wurden, und verdeutlichen, wie frakta-
le Geometrie als verbindendes Konzept zwischen
Naturbeobachtung, mathematischer Modellierung
und technischer Innovation wirkt.

Beispiele flr Fraktale: Romanesco

L

© Mads Sabroe
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ZUR SACHE

SCHON GEWUSST?

Benoit Mandelbrot galt mit seinen Ideen
zur fraktalen Geometrie lange als wissen-
schaftlicher AuBenseiter: Seine interdis-
ziplindre Arbeitsweise passte nicht in die
etablierten Strukturen der Mathematik,
weshalb seine Ansatze zunachst kaum Be-
achtung fanden und teilweise sogar als

randstandig abgetan wurden. Erst Jahr-
zehnte spater, unterstiitzt durch computer-
gestitzte Visualisierungen, wurde die Trag-
weite seiner Erkenntnisse sichtbar. Heute
wird Mandelbrot als Pionier gefeiert, der
das Verstandnis komplexer Formen grund-
legend verandert hat — ein Beispiel dafiir,
wie innovative Ideen zunachst ausgegrenzt
werden kdnnen, bevor sie die Wissen-
schaft nachhaltig pragen.

SELBSTAHNLICHKEIT ALS
ZENTRALES STRUKTURPRINZIP
VON FRAKTALEN

Selbstéhnlichkeit bedeutet, dass sich eine Struktur
auf verschiedenen Mallstabsebenen immer wieder
in ahnlicher Form zeigt: Jeder Teil gleicht — ver-
kleinert oder vergroRert — dem Ganzen. Dieses
Prinzip ist charakteristisch fiir Fraktale und
unterscheidet sie von klassischen geometrischen
Figuren. Wahrend ein Kreis oder ein Quadrat bei
VergrofRerung keine neuen Details offenbart, er-
scheinen bei fraktalen Objekten mit jedem Zoom
weitere, ahnlich aufgebaute Strukturen.

Dabei unterscheidet man zwei grundlegende
Formen: exakte und statistische Selbstahnlichkeit.
Diese Unterscheidung ist didaktisch besonders
wertvoll, da sie den Ubergang von idealisierten ma-

thematischen Modellen zur realen Natur verdeutlicht.

Bei exakter Selbstahnlichkeit besteht das Objekt
aus mehreren identischen verkleinerten Kopien
seiner selbst. Jeder Abschnitt der Figur ist — bis
auf MalRstab und Lage - genau gleich aufgebaut
wie das Ganze.

Die Koch-Kurve - eine von dem schwedischen Ma-
thematiker Helge von Koch Anfang des 20. Jahr-
hunderts vorgestellte fraktale Kurve - ist ein klassi-
sches Beispiel: Jede Strecke wird durch vier neue
Strecken ersetzt, die jeweils ein Drittel so lang
sind. Betrachtet man einen beliebigen Ausschnitt
der Kurve und vergroRert ihn, erscheint wieder die-
selbe Form. Diese perfekte Wiederholung entsteht
durch eine strikt festgelegte Konstruktionsregel
und ist typisch flir mathematisch erzeugte Fraktale.

Koch-Kurve

In der Natur begegnet uns dagegen meist statisti-
sche Selbstahnlichkeit. Hier ahneln sich die Teil-
strukturen nur annéahernd, nicht exakt. Ein Farn zeigt
zwar auf verschiedenen Ebenen dhnliche Verzwei-
gungsmuster — jedes kleine Fiederblatt erinnert an
den gesamten Wedel —, doch keine Kopie ist vollkom-
men identisch. Kleine Abweichungen entstehen
durch biologische Wachstumsprozesse, Umwelt-
bedingungen und Zufallseinfliisse.

DIDAKTISCHER HINWEIS

Gerade diese Gegentiberstellung starkt

das Verstandnis dafiir, wie einfache Regeln
sowohl ideale geometrische Figuren als
auch komplexe biologische Formen hervor-
bringen kdnnen.

Mathematik, Informatik $% Klassen 10-13
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LEHRERINFORMATION: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ZUR SACHE

Mathematische
Grundlagen

T@ raktale sind geometrische Objekte, die

durch Iteration einfacher Regeln entste-
hen. Ausgangspunkt ist meist eine ein-
fache Grundfigur (z. B. eine Strecke oder
ein Dreieck). Auf diese wird immer wieder dieselbe
Transformationsvorschrift angewendet. Dieser
rekursive Prozess erzeugt Strukturen, die mit jedem
Schritt komplexer werden. Formal lasst sich das als
Folge von lterationen beschreiben:

F,,=T(F,)

F, = Figur nach dem n-ten Schritt
T = Konstruktionsregel

Zentral ist dabei die Idee der Selbstahnlichkeit:
Jeder Teil des Fraktals ahnelt dem Ganzen,

nur in verkleinertem Mafstab. Diese Eigenschaft
unterscheidet Fraktale von klassischer euklidi-
scher Geometrie.

DIDAKTISCHER HINWEIS

Die formalen Zusammenhange dienen der

Orientierung der Lehrkraft; die Lernenden
erfassen das Grenzverhalten ausschlieBlich

qualitativ (unendlicher Umfang bei endlicher
Flache), ohne formale Grenzwertrechnung.

WACHSTUM VON LANGE
UND FLACHE

Viele Fraktale zeigen ein paradox wirkendes Ver-
halten: Der Umfang wachst unbegrenzt, wahrend
die Flache endlich bleibt. Beispielhaft Iasst sich
dies an Linienfraktalen zeigen. Wird in jedem lItera-
tionsschritt jede Strecke durch N neue Strecken
ersetzt, die jeweils um den Faktor r verkleinert sind,
so gilt fir die Gesamtldange nach n Iterationen:

U=U,(N-r)"

U, = Anfangsumfang (in Iteration 0),

N = Anzahl der neuen Teilstrecken pro urspriinglicher
Strecke,

r = Skalierungsfaktor der einzelnen Teilstrecken (0<r< 1),
n = Anzahl der Iterationsschritte

Ist N.r > 1, wachst der Umfang exponentiell und
strebt gegen unendlich. Bei Flachenfraktalen (z. B.
beim Entfernen von Teilflachen) entsteht dagegen
haufig eine geometrische Reihe, deren Grenzwert
endlich ist. So lernen Schiiler:innen, dass iterative
Prozesse zu liberraschenden Grenzphdanomenen
flihren konnen.

FRAKTALE DIMENSION

Ein weiteres zentrales Konzept ist die fraktale
Dimension. Wahrend klassische geometrische
Figuren ganzzahlige Dimensionen besitzen (Punkt:
0, Linie: 1, Flache: 2), liegen Fraktale hdufig dazwi-
schen. Fir exakt selbstahnliche mathematische
Fraktale lasst sich diese Dimension eindeutig be-
rechnen mit

_In(N)

D=
In(%)

N = Anzahl der verkleinerten Kopien
r = Skalierungsfaktor

LEHRERINFORMATION: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ZUR SACHE

Bei der Koch-Kurve gilt beispielsweise N=4 und
r==, woraus

_In(4) N

D= ~
In(3)

1,26

folgt. Das Ergebnis verdeutlicht: Die Struktur ist
,mehr als eine Linie“, fullt den Raum aber nicht wie
eine Flache.

Fir natirliche Fraktale ist diese Dimension hinge-
gen keine exakt definierte GroRe, da Selbstahnlich-
keit nur liber einen begrenzten MaRRstabsbereich
auftritt. Hier versteht man die fraktale Dimension
als Messgrole, die angibt, wie komplex oder raum-
flllend eine Struktur im Mittel ist. Sie beschreibt
also nicht eine ideale Eigenschaft, sondern quanti-
fiziert die geometrische Komplexitét realer Formen
innerhalb eines bestimmten Skalenbereichs.

EXKURS: BOX-COUNTING

Bei natirlichen Strukturen kann man N und r nicht
direkt ablesen. Stattdessen nutzt man haufig das
Box-Counting-Verfahren:

1. Man uberdeckt die Form mit einem Gitter aus
gleich groBen Quadraten (,Boxen”).

2. Man zahlt, wie viele Kastchen N(e) die Struktur
berihren.

3. Dann verkleinert man die Késtchen (Kantenlén-
ge ¢) und zahlt erneut.

4. Aus dem Zusammenhang zwischen Kastchen-
grolRe und Anzahl ergibt sich naherungsweise:

Dzln(N(S))
In(1/¢)

Anschaulich bedeutet das: Je schneller die be-
notigte Anzahl der Kastchen beim Verkleinern
wachst, desto raumfiillender (und damit dimensio-
nal ,groBer”) ist die Struktur.

ALGORITHMISCHER CHARAKTER

Mathematisch lassen sich Fraktale auch als Algo-
rithmen verstehen: Eine klar formulierte Regel wird
wiederholt ausgefiihrt. Damit schlagen Fraktale
eine direkte Briicke zur Informatik (lteration, Rekur-
sion) und zur Modellierung natiirlicher Prozesse.
Komplexe Formen entstehen nicht durch komplizier-
te Gleichungen, sondern durch das vielfache An-
wenden einfacher Vorschriften.

EXKURS:
FRAKTALE PROGRAMMIEREN

Fraktale eignen sich besonders gut, um Program-
mierkompetenzen zu fordern, da sie auf klaren
Algorithmen, Wiederholungen und Regeln (lteration/
Rekursion) basieren. Am Beispiel eines Fraktal-
Baums in Scratch sieht man anschaulich, wie durch
einfache Befehle und Parameter komplexe Muster
entstehen. Lernende trainieren dabei logisches
Denken, Problemlésen und den Umgang mit Varia-
blen ganz nebenbei. Geben Sie in Scratch einfach
JFraktal” oder ,fractal“ als Suchbegriff ein, und lassen
Sie sich inspirieren.

Mit Scratch programmiertes Dreiecksfraktal

L

© Scratch Foundation
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Der Unterrichtsverlauf
im Uberblick

Mathematik, Informatik 3% Klassen 10-13

1. STUNDE
Einstieg im Plenum
10 Minuten

Begriffsklarung und
Problemstellung
15 Minuten

Ubung:
Fraktale zeichnen
20 Minuten

Impulsbilder fraktaler Naturformen
(Farn, Romanesco, Kiiste)

Leitfragen:
¢ Was féllt euch auf?
% Wo seht ihr Wiederholung?

A

% Was kdnnte eine Regel sein?

Klarung Begriffe Iteration, exakte und statis-
tische Selbstahnlichkeit, Kochkurve

Anfertigen einer eigenen Fraktalzeichnung,
Ubung zum Sierpinski-Dreieck, Ubung zu
Selbstahnlichkeit

Folie 1
Beispielbilder

AB 1 Fraktale

Das Aussehen und der Aufbau der Koch-

Koch-Kurve

3. STUNDE

Einstieg im Plenum
10 Minuten

Sachinformation
10 Minuten

Ubung und Sicherung

20 Minuten

Reflexion
5 Minuten

4. STUNDE + X

Einstieg im Plenum

Diskussion, ob es sich bei einem Fraktal um
eine Linie oder Flache handelt; dazu verlinkte
Animation zeigen

Begriff der Dimension wird eingefiihrt. For-
mel wird eingefiihrt und anhand der Koch-

Kurve beispielhaft genutzt.

Bearbeitung und Besprechung des Arbeits-
blattes

Gemeinsame Reflexion der Stunde

- de.wikipedia.org/
wiki/Koch-Kurve#/
media/Datei:Zoo-
mingpentaKoch.gif

AB 3 Die Dimension
von Fraktalen

Arbeitsauftrag wird vorgestellt: Die Lernen-
den erstellen in Gruppen ein Produkt, das

2. STUNDE 5 Minuten einen Uberblick tiber Fraktale bietet. Dabei
Einstieg im Plenum Kurve wird wiederholt. kénnen sie Schwerpunkt und Medium des
10 Minuten Produktes eigenstandig wahlen.

Diskussionsfragen im Plenum:

*F Wie lang ist die Linie der Figur? Projektarbeit Die Lernenden arbeiten an ihrem Produkt.

3¢ Wie groR ist die Fléche, die sie einschlieRt? A1) 57 (VT

Beispiele fiir Schwerpunkte:
Betrachten von Kistenlinien auf Google - google.de/maps Anwendungen fiir Fraktale in der Technik,

Sachinformation
10 Minuten

Ubung
20 Minuten

Sicherung und Reflexion

5 Minuten

Maps als Beispiele aus der Natur

Koch-Kurve als Modell:
Pro Schritt werden Strecken ersetzt.
Begriffe: Skalierungsfaktor r, Anzahl N.

Bearbeitung und Besprechung des Arbeits-
blattes

Merksatze werden gemeinsam notiert, und
die Stunde wird reflektiert.

AB 2 Fraktale mathe-
matisch beschreiben

L

Fraktale in der Kunst, mathematische Be-
schreibung der Natur

Beispiele fiir Produkte: Plakat, digitale Uber-
sicht, Video ...

Mathematik, Informatik 3¢ Klassen 10-13
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LEHRERINFORMATION: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ZUM UNTERRICHT

Erlauterungen des
Unterrichtverlaufs

Die Unterrichtseinheit fiihrt die Schiiler:innen
handlungsorientiert in die fraktale Geometrie ein.
Ausgehend von Naturbildern (Farn, Romanesco,
Kistenlinien) wird zun&chst eine intuitive Wahr-
nehmung von Selbstahnlichkeit und Wiederholung
aufgebaut. Die Lernenden formulieren eigene
Vermutungen zu zugrunde liegenden Regeln und
nahern sich so entdeckend dem Fraktalbegriff.

Durch das eigenstéandige Zeichnen von Koch-Kurve,
Sierpinski-Dreieck und eines statistisch farnahn-
lichen Musters erfahren die Schiiler:innen unmittel-
bar, wie aus einfachen Konstruktionsvorschriften
durch Iteration komplexe Strukturen entstehen. Da-
bei wird bewusst zwischen exakter Selbstahnlich-
keit mathematischer Fraktale und statistischer
Selbstahnlichkeit natirlicher Formen unterschieden.

In der zweiten Stunde wird die Koch-Kurve als
Modell genutzt, um Wachstumsprozesse zu unter-
suchen. Anhand der Ubungen auf dem Arbeits-
blatt erkennen die Lernenden qualitativ, dass der
Umfang unbegrenzt wachst, wahrend die einge-
schlossene Flache endlich bleibt. Diese Grenzpha-
nomene verdeutlichen exemplarisch die Wirkung
iterativer Prozesse.

Darauf aufbauend wird in der dritten Stunde der
Dimensionsbegriff eingefiihrt. Die Ahnlichkeitsdimen-
sion wird an der Koch-Kurve berechnet und inter-
pretiert, sodass deutlich wird, dass Fraktale Dimen-
sionen zwischen Linie und Flache besitzen kénnen.

Die abschlieBende Projektphase ermdglicht einen
vertieften Transfer der Inhalte. In Gruppen erstellen
die Lernenden eigenstandige Produkte zu Fraktalen
in Mathematik, Natur, Technik oder Kunst. Dadurch
werden fachliche Erkenntnisse vernetzt, kommuni-
kative Kompetenzen gefordert und individuelle
Schwerpunkte ermdglicht.

Insgesamt verbindet die Einheit visuelle Wahr-
nehmung, handelndes Lernen, mathematische Ana-
lyse und kreative Anwendung. Die Schiiler:innen
erleben Mathematik als Werkzeug zur Beschreibung
komplexer natiirlicher Strukturen und entwickeln
ein grundlegendes Verstandnis von lteration, Selbst-
ahnlichkeit und fraktaler Dimension.

LEHRERINFORMATION: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

-

Was sind Fraktale? Faszmlerende Formen

3 .
Selbstahnliche Strukturen, i L‘f Komplexe, detal!relche? &* "9 ,,g,
die sich unendlich’; * % »u..?‘ | und farbenfrohe 3 #'_.' o
wiederholen. .2 'ﬁ-,{.‘ ’:--" Geblldc ? :

GER Fraktale in der Kunst 'M“

Fraktale werden in der Kunst eingesetzt fiir:

Natur & Geometrle

Unendliche lgreativitéit

Fraktale verbinden Natur und Mathematal\ Grenzenlose Inspiration fiir Kiinstler!

Dle Schonhelt des Chaos’

© Timo Miinzing/ChatGPT

Beispielergebnis fiir Projektphase

Mathematik, Informatik $% Klassen 10-13
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ARBEITSBLATTER: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ARBEITSBLATT 1

Fraktale

AUFGABE 1
Befolge folgende Anweisungen:

a. Teile die unten gezeichnete Linie in drei gleich
grofRe Teile.

b. Erganze die mittlere Linie zu einem gleich-
seitigen Dreieck.

c. Wiederhole die Schritte 2 und 3 fiir jede entste-
hende Teillinie so lange, wie es dir moglich ist.

d. Finalisiere die Zeichnung, indem du die
duBerste Linie dunkel nachzeichnest.

AUFGABE 2

Auf der Abbildung
siehst du das sogenannte
Sierpinski-Dreieck.
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a. Uberlege dir, welche Konstruktionsvorschrift
dieser Figur zugrunde liegt.

AUFGABE 3

a. Versuche, abzuschatzen, wie viele Skalen der
Selbstahnlichkeit du auf den folgenden Bildern
erkennen kannst.
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b. Formuliere einen Merksatz fiir exakte Fraktale.

b. Wie viele Iterationen wurden in der Abbildung
bereits durchgefiihrt?

c. Formuliere einen Merksatz fiir statistische
Fraktale.

L

© Timo Miinzing/

ChatGPT

ARBEITSBLATTER: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ARBEITSBLATT 2

Fraktale mathematisch beschreiben

AUFGABE 1

In der Abbildung sind die ersten drei Iterations-
schritte des Sierpinski-Dreiecks dargestellt.

a. Fiille die folgende Tabelle aus.

Iterationsschritt 0|12 |3|4|5]|6

Anzahl elementarer, auf- 113
recht stehender Dreiecke

b. Wie groB ist der Skalierungsfaktor r?

AUFGABE 2

In der Abbildung sind die ersten drei Iterations-
schritte der Koch-Kurve dargestellt, und es ist je-
weils die Flache markiert, die diese mit der
Grundlinie ausfiillt. Gehe davon aus, dass die ur-
spriingliche Grundlinie genau 27 cm lang war.

a. Fiille die folgende Tabelle aus.

Iterationsschritt 0 1 2 4 6 n

Anzahl einzelner Linien 1 4

c. Beschreibe mit Worten, wie sich jeweils die
Gesamtlange aller Linien und die ausgefiill-
te Flache der Figur verandern, wenn man die
Figur Schritt fiir Schritt weiterzeichnet.

Lange der Koch-Kurve

b. Beschreibe, was jeweils mit der Gesamtlange
aller Linien und der ausgefiillten Flache der
Figur passiert, wenn man die Iterationsschritte
durchfiihrt.
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AUFGABE 3

Bei Fraktalen in der Natur ist der Skalierungsfaktor
nicht so eindeutig festgelegt wie bei mathemati-
schen Konstruktionen. Betrachte dazu das folgende
Bild, und erklare, wo die Schwierigkeiten liegen.

Mathematik, Informatik $% Klassen 10-13



ARBEITSBLATTER: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ARBEITSBLATT 3

Die Dimension von Fraktalen

AUFGABE 1

Erklare in eigenen Worten, was man unter der
Dimension von Fraktalen versteht.

Formel

In(N)
In(4)
Dies ist die Formel fiir die Dimension bei

Fraktalen. Dabei ist N die Anzahl an Kopien pro
Iteration und r der Skalierungsfaktor.

Mathematik, Informatik 3 Klassen 10-13

AUFGABE 2

Berechne die Dimension des Sierpinski-Dreiecks.

Anzahl Kopien:

Skalierungsfaktor:

Fraktale Dimension:

Anschauliche Bedeutung:

ARBEITSBLATTER: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

ARBEITSBLATT 3

AUFGABE 3

Die sogenannte Cantor-Menge entsteht durch
folgende Konstruktionsregeln:

3% Starte mit einer Strecke.

3% Teile sie in drei gleiche Teile.
% Entferne das mittlere Drittel.
% Wiederhole.

a. Fiihre die Konstruktion des Fraktals um zwei
weitere Iterationsschritte fort.

Fraktale Dimension:

b. Berechne die Dimension der Cantor-Menge.

Anzahl Kopien:

Anschauliche Bedeutung:

AUFGABE 4 (FUR SCHNELLE)

Jetzt sind wir wieder beim Farn angelangt!
Recherchiere im Internet, wie man die Dimension

Skalierungsfaktor:

bei natiirlichen Fraktalen beschreibt (Stichwort:
Box-Counting).
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LOSUNGEN: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

LOSUNGEN: ARBEITSBLATT 1

Fraktale

AUFGABE 1

Befolge folgende Anweisungen:

. Teile die unten gezeichnete Linie in drei gleich
grofRe Teile.

. Ergédnze die mittlere Linie zu einem gleich-
seitigen Dreieck.

. Wiederhole die Schritte 2 und 3 fiir jede entste-
hende Teillinie so lange, wie es dir moglich ist.

. Finalisiere die Zeichnung, indem du die
duBerste Linie dunkel nachzeichnest.

AUFGABE 3

a. Versuche, abzuschatzen, wie viele Skalen der
Selbstahnlichkeit du auf den folgenden Bildern
erkennen kannst.

LOSUNGEN: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

LOSUNGEN: ARBEITSBLATT 2

Fraktale mathematisch beschreiben

AUFGABE 1

In der Abbildung sind die ersten drei Iterations-
schritte des Sierpinski-Dreiecks dargestellt.

a. Fiille die folgende Tabelle aus.

Anmerkung fiir Lehrkraft:

Hier kann diskutiert werden, wie viele Ebenen
serahnt“ werden konnen. Dabei sollte noch
mal auf die Bedeutung von statistischen Frak-
talen eingegangen werden.

Iterationsschritt

Anzahl elementarer, auf-
recht stehender Dreiecke

AUFGABE 2

Auf der Abbildung
siehst du das sogenannte
Sierpinski-Dreieck.

© Casium137

a. Uberlege dir, welche Konstruktionsvorschrift
dieser Figur zugrunde liegt.

n das Dreteck wird jewetls an den drel Spitzen ein

b. Formuliere einen Merksatz fiir exakte Fraktale.

exakte Fraktale sind mathematische Formen, die sich

unendlich oft exakt selbst dhneln. Egal, wie welt

man hineinzoomt, das Muster blelbt immer gletch.

c. Formuliere einen Merksatz fiir statistische
Fraktale.

Statistische Fraktale dhneln sich beim Hinelnzoomen

nur ungefihr, nicht exakt. Dle Muster bletben dhn-

newes, halb so grobes Dreieck eingebracht. Dies wird

Lich, aber mit kletnen Zufallsabweichungen. Sie

fir die newen Dretecke wiederholt.

Rommen hiiufig in der Natur vor (z. B. Wolken oder

b. Wie viele Iterationen wurden in der Abbildung
bereits durchgefiihrt?

& lterationen

ristenlinien), wetl dort Zufall etne Rolle splelt.

. Wie groB ist der Skalierungsfaktor r?

. Beschreibe mit Worten, wie sich jeweils die
Gesamtlange aller Linien und die ausgefiill-
te Flache der Figur verandern, wenn man die
Figur Schritt fiir Schritt weiterzeichnet.

Die gesamtlinge der Linte wird mit jeder tteration

AUFGABE 2

In der Abbildung sind die ersten drei Iterations-
schritte der Koch-Kurve dargestellt, und es ist je-
weils die Flache markiert, die diese mit der
Grundlinie ausfiillt. Gehe davon aus, dass die ur-
spriingliche Grundlinie genau 27 cm lang war.

!

a. Fiille die folgende Tabelle aus.

Iterationsschritt 4 6

Anzahl einzelner Linien 256 | 4096

Lange der Koch-Kurve 85,33 | 151,70

b. Beschreibe, was jeweils mit der Gesamtlange aller
Linien und der ausgefiillten Flache der Figur pas-
siert, wenn man die Iterationsschritte durchfiihrt.

Die Linge der Kurve wird tmmer ariber und kann

theoretisch beliebig arob werden. Die Fliiche hingegen

ist beschriinkt.

ariber, wiihrend die Fliche, die sie etnschliebt,

tmmer kletner wird.
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AUFGABE 3

Bei Fraktalen in der Natur ist der Skalierungsfaktor
nicht so eindeutig festgelegt wie bei mathemati-
schen Konstruktionen. Betrachte dazu das folgende
Bild, und erklare, wo die Schwierigkeiten liegen.

Bel realen Gebilden spielt der Zufall eine Rolle. Sie
wachsen nicht exakt gleich wund nach exakten mathe-

mattschen Regeln. Damit tst es auch schwer, mathe-

mattsche Werte etnfach abzulesen.
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LOSUNGEN: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

LOSUNGEN: ARBEITSBLATT 3

Die Dimension von Fraktalen

AUFGABE 1

Erklare in eigenen Worten, was man unter der
Dimension von Fraktalen versteht.

Die Dimension etnes Fraktals beschrelbt, wie ,ravm-

fillend” etne Flagur Lst, also ob ste sich eher wie

eine Linte (Dimension 1), eine Fliiche (Dlmension 2)

oder etwas dazwischen verhiilt. Bel Fraktalew ist

diese Zahl oft keine ganze Zahl (z. B. 1,26), was

zelgt: Sie sind Rowmplizierter als normale Linien,

aber filllew die Fliche trotzdem nicht vollstiindig aus.

Formel

In(N)
In(y)
Dies ist die Formel fiir die Dimension bei

Fraktalen. Dabei ist N die Anzahl an Kopien pro
Iteration und r der Skalierungsfaktor.

D

AUFGABE 2

Berechne die Dimension des Sierpinski-Dreiecks.

Anzahl Kopien:

Skalierungsfaktor:

1
2

Fraktale Dimension:

In(3)

D= —""
In(2)

=1,585

Anschauliche Bedeutung:

DLe Flgur ist ,mehr als etne Linte” (Dimension 1),

aber ,wenioer als etne Fliche” (Dimension 2) — ste

fullt den Raum nur tellwelse aus.

LOSUNGEN: FRAKTALE IN DER PFLANZENWELT

LOSUNGEN: ARBEITSBLATT 3

AUFGABE 3

Die sogenannte Cantor-Menge entsteht durch
folgende Konstruktionsregeln:

Ao,

% Starte mit einer Strecke.

e

% Teile sie in 3 gleiche Teile.

N2

s Entferne das mittlere Drittel.

A

s Wiederhole.

. Fiihre die Konstruktion des Fraktals um zwei
weitere Iterationsschritte fort.

b. Berechne die Dimension der Cantor-Menge.

Anzahl Kopien:

Fraktale Dimension:

In(2)
D=—"-=0,631
In(3)

Anschauliche Bedeutung:

Dile cantor-Menge Lst ,weniaer als etne Linte”

(Dimension 1). Ste besteht aus unendlich vielen

Punkten, fillt aber den Raum fast gar nicht aus.

Skalierungsfaktor:

1
3

AUFGABE 4 (FUR SCHNELLE)

Jetzt sind wir wieder beim Farn angelangt!
Recherchiere im Internet, wie man die Dimension
bei natiirlichen Fraktalen beschreibt (Stichwort:
Box-Counting).
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